
تفاضلية المقارنة الحلول لمسألة انتشار الحرارة الممثلة بالمعادلة 

 تطبيقالخطية من خلال الجزئية غير ال

علي عمر عمار الدالي ــ قسم الهندسة النفطية ــــ كلية هندسة الموارد الطبيعية أ . 

 بالعجيلات ــ جامعة الزاويةـ

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 : الملخص

  مبنية علىانتشار الحرارة غير الخطية  مسألةحل  طريقتي لإيجاد هذا العمل يقدم   

 لنا علىوحصوتحققنا من تقارب الطريقتين  وطريقة هرموتوبي طريقة تفريق دوميان

 .التطبيقوفعالة من خلال نتائج دقيقة 

 : المقدمة

الفيزيائية من المسائل الرياضية و الكثيرلفهم  الجزئية أساسية تعد المعادلات التفاضلية   

كذلك ...  والخ مثل تدفق الحرارة  [2 ] جزئيةيعبر عنها بمعادلات تفاضلية المهمة 

ة بتلك موصوف لكم كلهاا وميكانيكاتضمنها ميكانيكا الموائع والكهرباء ت التي الظواهر

 ذههالدقيقة لمثل  الحلول التحليلية على والعثورغير خطية  هي معادلات معادلاتال

وعرض اهتمامهم على حل مثل هذا النوع  نوالرياضيالمسائل صعب للغاية لذا ركز 

 الطرق: هذه أهمالكثير من الطرائق لهذا الغرض ومن 

طريقة ADM ( Adomian Decomposition Method) دوميانأ تحليلطريقة 

 HPM( Homotopy Perturbation Method) الإضراب هوموتوبي

المعادلات قادرة على حل  نهاإقوية وفعالة للغاية حيث حديثة و[8]هذه الطرائق  تعدو

العادية و التفاضلية الجزئية و التكاملية والتفاضلية التكاملية  الخطية وغير  التفاضلية

 ]21 –8 – 9 -7-6[الخطية 

  فوك –غوردون –معادلة كلاين 

حيث تعتبر من أهم النماذج الرياضية في نظرية الحقل الكمومية وهي معادلة مشتقة من 

صيغة الطاقة النسبية وتظهر في الفيزياء النسبية ، أيضاً تستخدم لوصف ظاهرة تشتت 

 .  [8-4]الموجة ، وتظهر في البصريات غير الخطية وفيزياء البلازما 
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 ةمعادلة الموج : 

 ائية تصف بشكل عام حركة الأمواج سواء كانت أمواجوهي معادلة تفاضلية جز

صوتية أو ضوئية أو مائية وتعبر عن انتشار الموجات الصوتية 

 . ]8[والكهرومغناطيسية أو نقل الإشارات الكهربائية في الكبل 

  هي معادلة تفاضلية جزئية وهي معادلة تصف التوصيل  الحرارة:معادلة انتشار

جسام ولهذه المعادلة عدة استعمالات منها في لأالحراري وتغير الحرارة في ا

 وخاصة في مجال تدفق الحرارة والفيزيائية،المجالات الهندسية 

 8[خطيةغير  خطية و نموذج معادلات تفاضلية جزئية[ 

كل من المعادلات التفاضلية العادية والجزئية يمكن أن تصنف إلى خطية وغير خطية. 

 :بشرطينوتكون المعادلة التفاضلية خطية 

إذا كانت معاملات المتغير التابع والمشتقات فيها دوال في المتغير المستقل فقط  .2

 .أو ثوابت

من الدرجة  إذا كان المتغير التابع والمشتقات غير مرفوعة لأسس، أي كلها .1

 الأولى

 .وتكون غير خطية فيما عدا ذلك

  دوماينأطريقة تحليل: 

دوميان طريقة جديدة فعالة لحل المعادلات الدالية أقدم الأمريكي جورج  2881في عام 

( نسبة Adomian Decomposition Methodغير الخطية سميت هذه الطريقة بــ )

 لأيu(x,y) وهذه الطريقة تتضمن الدالة المجهولة ADM . [7-2]إليه ورموزها 

 عداد ألانهائية للعناصر الأساسية التي تعرف بسلسلة التحليل لأمعادلة إلى مجموع من ا

𝑢(𝑥, 𝑦) = ∑ 𝑢𝑛(𝑥, 𝑦)

∞

𝑛=0

    𝑛 ≥ 0             (∗) 

 (Adomianجل توضيح طريقة )أومن 

 [ 2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9خطوات الطريقة : ]

 لتكن لدينا المعادلة التفاضلية  (2

Lu + Ru + Nu = f          (1) 

مؤثر غير  Nو  مؤثر تفاضلي يمثل المشتق من أعلى مرتبة وقابل للعكس ، Lن إحيث 

حد غير  fمؤثر تفاضلي خطي يمثل الحدود الخطية المتبقية في المعادلة و  Rخطي و 

 متجانس . 
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يمثل المشتق فإن المؤثر العكسي هو مؤثر التكامل والآن نطبق  L( بما ان المؤثر 1

 على طرفي المعادلة السابقة فتصبح المعادلة كالتالي : 𝐿−1المؤثر العكسي 

𝐿−1𝐿𝑢 = 𝐿−1𝑓 − 𝐿−1𝑅𝑢 − 𝐿−1𝑁𝑢               (2) 

→       𝑢 = 𝑔 − 𝐿−1𝑅𝑢 − 𝐿−1𝑁𝑢          (3) 

إلى الحدود الناتجة عن تطبيق الشروط الحدية أو  بالإضافةf ناتجة عن مكاملة  gحيث 

 الابتدائية المرفقة بالمعادلة .

على شكل متسلسلة غير منتهية من  uتعرف الحل  دوماينأطريقة تحليل ( إن 3

 المركبات كالتالي :

𝑢 = ∑ 𝑢𝑛

∞

𝑛=0

                 (4) 

 كالتالي:  𝐴𝑛 أدوميان حدوديانوتستبدل الحد غير الخطي بمتسلسلة غير منتهية من 

𝑁𝑢 = ∑ 𝐴𝑛

∞

𝑛=0

                 (5) 

 العلاقة : أدوميان حديدياتحيث تعطى 

𝐴𝑛 =
1

𝑛!
[

𝑑𝑛

𝑑𝜆𝑛
(𝑁 (∑ 𝜆𝑖𝑢𝑖

𝑛

𝑖=0

))]

𝜆=0

         𝑛 ≥ 0            (6) 

 : وبالتالي

𝐴0 = 𝑁(𝑢0) 

𝐴1 = 𝑢1𝑁′(𝑢0) 

𝐴2 = 𝑢2𝑁′(𝑢0) +
1

2
(𝑢1)2𝑁′′(𝑢0) 

 على :( فنحصل 3( في )5( و )4نعوض )

∑ 𝑢𝑛

∞

𝑛=0

= 𝑔 − 𝐿−1𝑅 (∑ 𝑢𝑛

∞

𝑛=0

) − 𝐿−1 (∑ 𝐴𝑛

∞

𝑛=0

)        (7) 

ن المركبة الصفرية هي كل أأي  gبأنها   𝑢0تعرف المركبة دوماينأطريقة تحليل 

وبالتالي فإن العلاقة  uالحدود التي لا يشملها المؤثر العكسي والتي ليس لها علاقة بالدالة 

 التكرارية للمركبات تصبح كالتالي : 
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𝑢0 = 𝑔 

uk+1 = −L−1R(uk) − L−1(Ak)    k ≥ 0                (8) 

إن هذه الطريقة تعطى متسلسلة حلول متقاربة وإن متسلسلة الانقطاع تعطى حلاً تقريبا 

] 5[ 

 مثال 

 معادلة كلابن غوردن غير الخطية :

𝑢𝑢 = 𝑢𝑥𝑥 + (𝑢𝑥)2 − 𝑢2               (9) 

 مع الشرطين الابتدائيين :

𝑢(𝑥 , 0) = 0      ,         𝑢𝑡(𝑥 , 0) = 𝑒𝑥 

 وحلها الفعلي :

𝑢(𝑥 , 𝑡) = 𝑒𝑥 sin ℎ𝑡 

 الحــــــــــــــــــــــــــــل

 ( نجد أن :8( من المعادلة )2

𝐿𝑢 =
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
 , 𝑁𝑢 = (𝑢𝑥)2 − 𝑢2    ,     𝑅𝑢 = 𝑢𝑥𝑥    ,    𝑓 = 0 

ره العكسي هو مؤثر ( بما أن المؤثر الخطي هو مؤثر المشتق الثاني للزمن فإن مؤث1

𝐿التكامل أي :   =
𝜕2

𝜕𝑡2
   →  𝐿−1 = ∫ ∫ (. )𝑑𝑡 𝑑𝑡

𝑡

0

𝑡

0
 

 ( فنحصل على العلاقة التالية :8نطبق المؤثر العكسي على طرفي المعادلة )

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑒𝑥𝑡 + ∫ ∫ 𝑢𝑥𝑥

𝑡

0

𝑑𝑡 𝑑𝑡 

𝑡

0

+ ∫ ∫(𝑢𝑥)2

𝑡

0

𝑑𝑡 𝑑𝑡 

𝑡

0

       (10) 

 ( فنجد :21( في )5( و )4نعوض العلاقتين ) نالآ( 3
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∑ 𝑢𝑛(𝑥, 𝑡)

∞

𝑛=0

= 𝑒𝑥𝑡 + ∫ ∫ (∑ 𝑢𝑛(𝑥, 𝑡)

∞

𝑛=0

)

𝑥𝑥

𝑡

0

𝑑𝑡 𝑑𝑡 +

𝑡

0

+ ∫ ∫ (∑ 𝐴𝑛

∞

𝑛=0

) 𝑑𝑡 𝑑𝑡 

𝑡

0

𝑡

0

                                               (11) 

 ( نحصل على :22( من العلاقة )4

→ 𝑢0(𝑥, 𝑡) = 𝑒𝑥𝑡 

𝑢𝑘+1(𝑥, 𝑡) = ∫ ∫ 𝑢𝑘(𝑥, 𝑡)

𝑡

0

𝑑𝑡 𝑑𝑡 

𝑡

0

+ ∫ ∫(𝐴𝑘)

𝑡

0

𝑑𝑡 𝑑𝑡 

𝑡

0

      𝑘

≥ 0           (12) 

𝑢1(𝑥, 𝑡) = ∫ ∫(𝑢0(𝑥, 𝑡))
𝑥𝑥

𝑡

0

 𝑑𝑡 𝑑𝑡 

𝑡

0

+ ∫ ∫(𝐴𝑘)

𝑡

0

𝑑𝑡 𝑑𝑡 

𝑡

0

      𝑘

≥ 0           

 وبالحساب نحصل على :

𝑢1(𝑥, 𝑡) =
𝑒𝑥𝑡3

3!
 

𝑢2(𝑥, 𝑡) =
𝑒𝑥𝑡5

5!
 

𝑢3(𝑥, 𝑡) =
𝑒𝑥𝑡7

7!
 

⋮ 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢0(𝑥, 𝑡) + 𝑢1(𝑥, 𝑡) + 𝑢2(𝑥, 𝑡) + 𝑢3(𝑥, 𝑡) + ⋯ 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑒𝑥 (𝑡 +
𝑡3

3!
+

𝑡5

5!
+

𝑡7

7!
+ ⋯ ) 
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→   𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑒𝑥 sin ℎ𝑡 

وهو  تشوه دالة مستمرة إلي دالة أخرى (  )هو مفهوم أساسي مفهوم الهوموتوبي :

في التبولوجيا والهندسة  Jules Henri Poincare [1]يعود إلى الرياضي الفرنسي

 في قدرتها على استخدام الهوموتوبي HPMحيث تكمن أهمية طريقة   [5]التفاضلية 

 في حل أصعب المسائل . وتوظيفه

لحل معادلات تفاضلية غير هوموتوبي الإضراب طريقة استخدمت  1112ففي عام  

تم تطبيقها لحل معادلات تفاضلية  1121وفي عام  [1]خطية في مجال الحرارة 

بينما في  [16]استخدمت لحساب القيم الذاتية  1125وفي  [17] ومعادلات تكاملية

وتوصلوا إلى نتائج فعالة أظهرت  Braru [15]سهمت في حل مسالة أ 1122عام 

  أهمية الطريقة المدروسة

 طريقة الوفيما يلي سنعرض 

 HPM-(Homotopy Perturbation Method)طريقة هوموتربي الاضراب 

حل المعادلات ، حيث إنها قادرة على  وفعالة للغايةتعُد هذه الطريقة حديثة وقوية 

خطية وغير التفاضلية التكاملية( الوالتكاملية  و التفاضلية الجزئية)التفاضلية العادية و

وقد استخدمها الباحثون لحل العديد من مسائل القيم الحدية .  ]21-8-8[ الخطية  

 الطريقة المدروسة , أهمية أظهرتوالابتدائية وتوصلوا الى نتائج فعالة 

إلى  X من فضاء تبولوجي f(x) , g(x)ويعرف الهوموتوبي بين دالتين مستمرتين 

 على أنه الدالة المستمرة : Yفضاء تبولوجي

H : X ( [0,1] ) → Y 

 بحيث يتحقق أنه إذا كان :

𝑥 ∈ 𝑋          → 𝐻(𝑥; 0) = 𝑓(𝑥)        ,           𝐻(𝑥; 1) = 𝑔(𝑥) 

 التالية : فإن له الصيغة

𝐻(𝑥; 𝑞) = (1 − q)f(x) + 𝑞𝑔(𝑥);    0 ≤ 𝑞 ≤ 1                        (13) 

 

 [7-10-12 ] هوموتربي الاضراب وفيما يلي سنعرض طريقة

 بفرض لدينا المعادلة :

A(u) – f(r) = 0             (14) 

 [ .4دالة تحليلية ] f(r)مؤثر تفاضلي و  Aحيث 

 ( تكتب بالشكل :14إن )
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L(u) + N(u) – f(r) =0 

 غير خطي  Nخطي و  Lيقسم إلى مؤثرين Aحيث 

 ننشئ الهوموتوبي :

𝐻(𝑣; 𝑝): Ω × [0,1] → 𝑅 

 

 الذي يحقق :

𝐻(𝑣, 𝑝) = (1 − 𝑝)(𝐿(𝑣) − 𝐿(𝑢0)) + 𝑝(𝐴(𝑣) − 𝑓(𝑟))

= 0         (15) 

 أو

𝐻(𝑣, 𝑝) = 𝐿(𝑣) − 𝐿(𝑢0) + 𝑝𝐿(𝑢0) + 𝑝(𝑁(𝑣) − 𝑓(𝑟))  

= 0         (16) 

𝑝( وأن 1تقريب ابتدائي للمعادلة ) 𝑢0حيث ان  ∈ [0,1] . 

 ( كما يلي :22، )(25نفرض أن حل )

𝑣 = 𝑣0 + 𝑝𝑣1 + 𝑝2𝑣2 + 𝑝3𝑣3 + ⋯                (17) 

 ..…i=0,1,2,3حيث ivنوجد  p( ونطابق حسب قوى 15( ، )61( في )21نعوض )

 ( بالشكل التالي :14وبالتالي يكون حل المعادلة )

𝑢 = lim
𝑝→1

𝑣 = 𝑣0 + 𝑣1 + 𝑣2 + 𝑣3 + ⋯        (18) 

  هوموتوبي الإضرابطريقة دارسة تقارب: 

وقدرتها على الوصول إلى هوموتوبي الإضراب طريقة هتم الباحثون بدارسة تقارب أ

، وسنعرض دراسة لتقارب هذه الطريقة [2-14الحل الفعلي للمعادلات التفاضلية ]

  :متمثلة في المبرهنة التالية

 مبرهنة :

،إن متسلسلة الحل المعرفة  N:H→ Hمؤثراً غير خطي من فضاء هلبرت أي : Nليكن 

𝑢( تتقارب إلى18بالعلاقة ) ∈ 𝐻   0إذا وجد<λ<1  بحيث‖𝑣𝑛+1‖ ≤ 𝜆‖𝑣𝑛‖ 

𝑛وذلك من أجل أي  ∈ 𝑁 . 

 البرهان :

𝑛=0{𝑆𝑛}نعرف المتتالية 
 كما يلي :  ∞

𝑆0 = 0 

𝑆1 = 𝑣1 

402



𝑆2 = 𝑣1 + 𝑣2                      (19) 

⋮ 

𝑆𝑛 = 𝑣1 + 𝑣2 + ⋯ 𝑣𝑛 

𝑛=0{𝑆𝑛}نريد برهان 
 متتالية كوشية في فضاء هلبرت . من أجل ذلك لدينا : ∞

‖𝑆𝑛+1 − 𝑆𝑛‖ = ‖𝑣𝑛+1‖ ≤ 𝜆‖𝑣𝑛‖ ≤ 𝜆2‖𝑣𝑛−1‖ ≤ ⋯

≤ 𝜆𝑛+1‖𝑣0‖                                     (20) 

,𝑛من أجل كل  𝑚 𝑛بحيث ∋ ≥ 𝑚   : يكون لدينا 

‖𝑆𝑛 − 𝑆𝑚‖ = ‖(𝑆𝑛 − 𝑆𝑛−1) + (𝑆𝑛−1 − 𝑆𝑛−2) + ⋯

+ (𝑆𝑚+1 − 𝑆𝑚)‖ 

≤ ‖(𝑆𝑛 − 𝑆𝑛−1)‖ + ‖(𝑆𝑛−1 − 𝑆𝑛−2)‖ + ⋯ ‖(𝑆𝑚+1 − 𝑆𝑚)‖ 

‖𝑆𝑛 − 𝑆𝑚‖ ≤ 𝜆𝑛‖𝑣0‖ + 𝜆𝑛−1‖𝑣0‖ + 𝜆𝑚+1‖𝑣0‖ 

≤ (𝜆𝑛 +  𝜆𝑛−1 + ⋯ + 𝜆𝑚+1)‖𝑣0‖ 

≤ 𝜆𝑚+1( 1 + 𝜆 + 𝜆𝑛 +  𝜆𝑛−1 + ⋯ + 𝜆𝑛−𝑚+1)‖𝑣0‖             (21) 

≤
1 − 𝜆𝑛−𝑚

1 − 𝜆
𝜆𝑚+1‖𝑣0‖ 

0بما أن  < 𝜆 <  فإن :  1

lim
𝑛,𝑚→∞

‖𝑆𝑛 − 𝑆𝑚‖ = 0         (22) 

𝑛=0{𝑆𝑛}وعليه تكون 
لأن  ؛متتالية كوشية في فضاء هلبرت ، وبالتالي فهي متقاربة  ∞

( متقاربة ، وبذلك 28) فضاء هلبرت تام ، وهذا يعنى أن متسلسلة الحل المعرفة بالعلاقة 

 يتم المطلوب . 

𝑖تعريف من   بالشكل : 𝜆𝑖يتم تعريف الوسيط  ∋

𝜆𝑖 = {

‖𝑣𝑖+1‖

‖𝑣𝑖‖
       ,   ‖𝑣𝑖‖ ≠ 0  

    0                  ‖𝑣𝑖‖ = 0

               (23) 

∑عندئذ فإن متسلسلة الحل  𝑣𝑘
∞
k=0  0تتقارب إلى الحل الفعلي عندما ≤ 𝜆𝑖 < 1 

 تطبيق 

 مسألة انتشار الحرارة الممثلة بالمعادلة غير الخطية التالية :

𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑥 − 𝑢2 + 𝑢𝑢𝑥𝑥 + 𝑢      (24) 

 مع الشرط الابتدائية :
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𝑢(𝑥, 0) = 𝑒𝑥 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑒𝑥+𝑡 

 الحــــــــــــــــــــــــــــل 

 : دوميانأطريقة تحليل اباستخدام ــ أولا 

 ( تكتب بالشكل :24إن المعادلة )

𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑥 − (𝑢2 − 𝑢𝑢𝑥𝑥) + 𝑢              (25) 

𝑢2إن الحد غير الخطي هو  − 𝑢𝑢𝑥𝑥 ول بالنسبة لأوالمؤثر الخطي هو مؤثر المشق ا

 للزمن أي أن :

𝐿 =
𝜕

𝜕𝑡
 → 𝐿−1 = ∫(. )𝑑𝑡

𝑡

0

 

 ( فنحصل على العلاقة التالية :25نطبق المؤثر العكسي على طرفي المعادلة )

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑒𝑥 + ∫ 𝑢𝑥𝑥

𝑡

0

− 𝑢𝑥 − (𝑢2 − 𝑢𝑢𝑥𝑥) + 𝑢 𝑑𝑡           (26) 

 فنجد : 11( في 5( و)4والآن نعوض العلاقتين )

∑ 𝑢𝑛(𝑥, 𝑡)

∞

𝑛=0

= 𝑒𝑥 + ∫ (∑ 𝑢𝑛(𝑥, 𝑡)

∞

𝑛=0

)

𝑥𝑥

𝑡

0

− (∑ 𝑢𝑛(𝑥, 𝑡)

∞

𝑛=0

)

𝑥

− (∑ 𝐴𝑛

∞

𝑛=0

) + ∑ 𝑢𝑛(𝑥, 𝑡)

∞

𝑛=0

𝑑𝑡     (28) 

→ 𝑢0(𝑥, 𝑡) = 𝑒𝑥 

𝑢𝑘+1(𝑥, 𝑡) = ∫(𝑢𝑘(𝑥, 𝑡))𝑥𝑥

𝑡

0

− (𝑢𝑘(𝑥, 𝑡))
𝑥

− 𝐴𝑘

+ 𝑢𝑘(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡    𝑘 ≥ 0     (29) 

 وبالحساب نجد :

𝑢1(𝑥, 𝑡) = 𝑒𝑥𝑡 
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𝑢2(𝑥, 𝑡) =
𝑒𝑥𝑡2

2!
 

𝑢3(𝑥, 𝑡) =
𝑒𝑥𝑡3

3!
 

𝑢4(𝑥, 𝑡) =
𝑒𝑥𝑡4

4!
 

𝑢5(𝑥, 𝑡) =
𝑒𝑥𝑡5

5!
 

⋮ 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢0(𝑥, 𝑡) + 𝑢1(𝑥, 𝑡) + 𝑢2(𝑥, 𝑡) + 𝑢3(𝑥, 𝑡) + ⋯ 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑒𝑥 (1 + 𝑡 +
𝑡2

2!
+

𝑡3

3!
+

𝑡4

4!
+ ⋯ ) 

→   𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑒𝑥+1 

 : هوموتوبي الإضراب طريقةباستخدام  ــ ثانيا 

 ( هي :14إن علاقة الهوموتوبي للمعادلة )

(1 − 𝑝) (
𝜕𝑢

𝜕𝑡
−

𝜕𝑢0

𝜕𝑡
) + 𝑝 (

𝜕𝑢

𝜕𝑡
−

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+

𝜕𝑢

𝜕𝑡
− 𝑢 − 𝑢

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ 𝑢2)

= 0 

→
𝜕𝑢

𝜕𝑡
−

𝜕𝑢0

𝜕𝑡
+ 𝑝 (

𝜕𝑢0

𝜕𝑡
−

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+

𝜕𝑢

𝜕𝑡
− 𝑢 − 𝑢

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ 𝑢2) = 0 

→
𝜕𝑢

𝜕𝑡
=

𝜕𝑢0

𝜕𝑡
+ 𝑝 (−

𝜕𝑢0

𝜕𝑡
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
−

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢 + 𝑢

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 𝑢2)

= 0      (27) 

 ( له الصيغة :11نفترض أن حل المعادلة )

𝑢 = 𝑢0 + 𝑝1𝑢1 + 𝑝2𝑢2 + 𝑝3𝑢3 + ⋯                       (28) 

 فنجد :p( ونطابق بين الحدود حسب أس الوسيط 18( في )11) نعوض العلاقة

𝑝0:
𝜕𝑢0

𝜕𝑡
=

𝜕𝑢0

𝜕𝑡
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𝑝1:
𝜕𝑢1

𝜕𝑡
=

𝜕𝑢0

𝜕𝑡
+

𝜕2𝑢0

𝜕𝑥2
−

𝜕𝑢0

𝜕𝑡
+ 𝑢0 + 𝑢0

𝜕2𝑢0

𝜕𝑥2
− 𝑢0

2 

𝑝1:
𝜕𝑢2

𝜕𝑡
=

𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2
−

𝜕𝑢1

𝜕𝑡
+ 𝑢1 + 𝑢0

𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2
+ 𝑢1

𝜕2𝑢0

𝜕𝑥2
− 2𝑢0𝑢1 

⋮ 

𝑝𝑗:
𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑡
=

𝜕2𝑢𝑗−1

𝜕𝑥2
−

𝜕𝑢𝑗−1

𝜕𝑥
+ 𝑢𝑗−1 + ∑ 𝑢𝑘

𝑗−1

𝑘=0

𝜕2𝑢𝑗−𝑘−1

𝜕𝑥2

− ∑ 𝑢𝑘𝑢𝑗−𝑘−1

𝑗−1

𝑘=0

 

→ 𝑢𝑗 = ∫ (
𝜕2𝑢𝑗−1

𝜕𝑥2
−

𝜕𝑢𝑗−1

𝜕𝑥
+ 𝑢𝑗−1 + ∑ 𝑢𝑘

𝑗−1

𝑘=0

𝜕2𝑢𝑗−𝑘−1

𝜕𝑥2

𝑡

0

− ∑ 𝑢𝑘𝑢𝑗−𝑘−1

𝑗−1

𝑘=0

) 𝑑𝑡                                (29)    

𝑗حيث  ≥ ,𝑢0(𝑥، وللتبسيط يمكننا اختيار التقريب الابتدائي   1 𝑡)   ومن العلاقة ،

 ( نحصل على : 12)

𝑢1(𝑥, 𝑡) = 𝑒𝑥𝑡 

𝑢2(𝑥, 𝑡) =
𝑒𝑥𝑡2

2!
 

 

𝑢3(𝑥, 𝑡) =
𝑒𝑥𝑡3

3!
   (30 

𝑢5(𝑥, 𝑡) =
𝑒𝑥𝑡5

5!
 

⋮ 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢0(𝑥, 𝑡) + 𝑢1(𝑥, 𝑡) + 𝑢2(𝑥, 𝑡) + 𝑢3(𝑥, 𝑡) + ⋯ 
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𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑒𝑥 (1 + 𝑡 +
𝑡2

2!
+

𝑡3

3!
+

𝑡4

4!
+ ⋯ ) 

→   𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑒𝑥+1                                               (31)31) 

 

( يتم برهان تقارب الحل 13وهو الحل الفعلي للمسألة المدروسة ، ومن خلال العلاقة )

 التقريبي للمسألة المدروسة الى الحل الفعلي حيث :

𝜆
1

= 0.500000 < 1 

 

𝜆
1

= 0.33333 < 1 

 

𝜆
1

= 0.250000 < 1 

 (1دول )ج

كرارات جل تأمن  ن( مقارنة بين الحل الفعلي والحل التقريبي لطريقتي2يمثل جدول )  

والعمود الثاني القيم الفعلية والعمود  xكما موضح  العمود الأول من اليسار يمثل قيم 

والعمود الخامس يعطي الخطاء المطلق نسبة  HPMوالعمود الرابع   ADMالثالث لـ 

 إلي القيم الفعلية .

 

t=0.5 

X 
Exact value ADM HPM Error ADM 

Error 

HPM 

0.01 1.6652912 1.6650046 1.6650046 0.0002866 0.0002866 

0.02 1.6820276 1.6817381 1.6817381 0.0002895 0.0002895 

0.03 1.6989323 1.6986399 1.6986399 0.0002924 0.0002924 

0.04 1.7160069 1.7157115 1.7157115 0.0002954 0.0002954 

0.05 1.7332530 1.73295470 1.73295470 0.0002983 0.0002983 

0.10 1.8221188 1.8218052 1.8218052 0.0003136 0.0003136 

0.11 1.8404314 1.8401146 1.8401146 0.0003168 0.0003168 

0.12 1.8589280 1.8586081 1.8586081 0.0003200 0.0003200 

0.13 1.8776106 1.8772874 1.8772874 0.0003232 0.0003232 

0.14 1.8964809 1.8961545 1.8961545 0.0003264 0.0003264 

0.15 1.9155408 1.9152111 1.9152111 0.0003297 0.0003297 
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في هذا المثال من خلال النتائج العددية  ADMـــــــــــ HPM ونلاحظ دقة طريقتي 

 ( :2)الجدول التي نراها في 

 لاستنتاج :ا

لحل مسالة من  هوموتوبي الإضرابو دوماينأ تحليلبتطبيق طريقتيلقد قمنا  

المعادلات  التفاضلية الجزئية الغير خطية  وخاصة إن لم يتوفر الحل الفعلي لها , فهي 

بذلك قد ساهمت في حل هذه المسائل ومن هنا نلاحظ  أهمية الطرائق التقريبية  وقدرتها 

 ةعلى حل أصعب المسائل ودقتها العالية  كما رأيناها في الدراسة العددية )النتاج السابق

  (( Mathematicla 8تحصلنا عليها  من خلال استخدام برنامج 
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